Adalékok a halmazelmélet kérdéseihez
Szabd Lajos

Halmaz alatt Bolzano egymastdl elkiilonithet6 tdrgyak, illetve elemek Gsszefogdsadt érti. Els6 kérdé-
siink: milyen létez6 a ,halmaz”? Mert, hogy a halmaz valamilyen-fajta létezd, az el6ttliink nem lehet
kétséges. S6t! Minden specidlis vizsgalat el6tt abszolut bizonyos, hogy a halmaz barmilyen fajtaju
|étez6ként is jelentkezik majd a részletes vizsgdlat nyoman, birtokaban van a maga legsajatosabb,
mindenki mdasétél [ényegesen kilonboz6 ellentmondds-kérforgdsdnak, -hierarchidjanak, illetve -
Orvényének.

Ami specidlis vizsgalatot igényel, az csupdn annyi, nem tartalmaz-e a ,halmaz” olyan ellent-
mondast, mely elsé pillanatban megfoghatd, kikliszobolhet6 és kikliszoboltetésével mintegy teret
nyit a Iényegesebb ellentmonddsok felszinre térésének! Ezeknek a mindig Ujra és Ujra felszinre toré
ellentmondasoknak kikutatasa az ellentmondds megmaraddsdnak elve mentén kialakulé leird
természettudomdnynak, az ellentmonddsok természetrajzdnak a feladata.

A ,halmaz” tehat, Bolzano szerint, egymastdl elkllonithet6 elemek 6sszefogdsa. Nyilvanvalg,
hogy Bolzano és vele mind a halmazelméleti s matematikai-logikai kutatok ,elemek” alatt egydltaldn
nemcsak egymastdl elkilonithetd fizikai elemeket, illetve targyakat értenek, hanem tetszés szerinti
képzeleti és gondolati tdrgyakat, elemeket és mozzanatokat is. igy a halmazelmélet szerint egy
specialis halmaz lehet az 6sszes ellentmondd targyak halmaza is!

Kiegészitésll meg kell jegyezniink, hogy nemcsak az 6sszefogott halmaz elemei lehetnek tet-
szés szerinti képzeleti és gondolati, érzelmi vagy akarati mozzanatok, hanem az , 6sszefogds” maga,
mely ezeket a mozzanatokat halmazzd ,varazsolja” és mindsiti, éppoly kevéssé kell, hogy fizikai
,0sszefogottsdg” legyen, mint ahogy az elemeknek nem kellett fizikai elemeknek lennidk!

A halmaz definiciéjdban szerepel az elkilonités fogalma, amennyiben a halmaz elkilonithetd
elemek dsszefogdsa és egylivétartozasa.

De a halmaz definicidjaban még egyszer szerepel az elkiilonités fogalma. Nem igy nyiltan,
hanem burkoltan, rendkivil atlatszé ruhdban. Az elkiilonités mint 6sszefogds és hozzatartozas van
alcazva. Sem az 6sszefogas, sem a hozzatartozas mint kifejezések nem mondanak mast, mint hogy az
onmagukban elkilonilt elemei a halmaznak nemcsak 6nmagukban, illetve egymastél kiloniilnek el,
hanem egylttesen a mindenség Gsszes rajtuk kiviil fekvé elemeitdl is!

Ha viszont ezzel szemben felmeril a kérdés, hogy az elemek elkllonitése mas elemektdl
feltétlenlil halmazza-6sszefoglaldsukat kell hogy jelentse-e?, ugy erre a kérdésre feltétlentil igennel
kell vdlaszolnunk. Mert ha valaki explicite sem 6sszefogasrdl, sem pedig hozzatartozasrél nem beszél,
hanem ezeknek a kifejezéseknek gondos kikeriilésével csak annyit mond:

,»,a mindenségben szétszdérva és a mindenség tobbi elemeitdl elkilonitve”

—nos, ez csendben és rendben elgondolhatd, de ez nem ellenvetés, mert ez mar egy halmaznak a
leirdsa: mert barmennyire szét vannak szérva a mindenségben és 6nmagukban, s a mindenség toébbi
elemeit6l barmennyire is el vannak kiilonitve, éppen ez a kettds elkilonilés teszi halmazza 6ket a
halmazelmélet elem- és 6sszefogas-felfogasa szerint. Mert éppugy, mint ahogy a halmaz eleme tet-
szés szerinti gondolati targy lehet, a halmazelméleti ,6sszefoglalds” tetszés szerinti gondolati 6ssze-
foglalast kivan csak meg. Es igy az egymastdl és a mindenség mas elemeitdl valé elkiilonitettségiik
»,egy halmazza” avatja ezeket az elemeket, és igy végleg igazolva van az az allitasunk, hogy az ,6ssze-
foglalds” és ,hozzatartozas” kifejezések teljesértéklien pdtolhatok a ,,mindenség mas elemeitdl
elkllénitve” kifejezéssel.
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(Természetesen, ha a mindenségben ezen a halmazon kiviil volnanak elemek 6nmagukban és a
mindenség mas elemeitdl szintén elkiilonitve, akkor nem tudndk ezektél a ,,szintén elkilonitett”
elemektdl a mi halmazunk elemeit megkilonboztetni. Viszont ebben az esetben csak az deriilne ki,
hogy a mi halmazunk elemei mégsincsenek a mindenség mas elemétdl elkiilonitve, és ha nincsenek
elkilonitve, akkor minden logika, s6t minden halmazelmélet is azt koveteli, hogy ezeket az el nem
kulonitett elemeket ne nevezziik halmaznak, és akkor nem lesznek olyan dlproblémaink, mint hogy
halmazunk elemeit mas elemektél nem tudjuk megkilonboztetni.)

A halmazelméleti tajsz6lastdl sajat nyelviinkhoz koézeledve azt mondhatnank, hogy a halmaz
nem mas, mint kettds elkiilonitése, kettds negdcidja elemeknek: elsz6r egymdstol, masodszor min-
den rajta kivil fekv6tél. Vagy: tetszés szerinti gondolati szabadsdggal, Iétminimum-szer( vékonysdg-
gal vald Ossze- és egybefoglaldsa 6nmagukban elkiilonitett elemeknek.

(igy kideriil az is, hogy a halmaz maga a kénnytiség. Valami annal kénnyebb, valaminek annl
tobb része van a konnylségben, minél nagyobb szerepe van az § egészében az & felliletének. Nos, a
halmaz az az emberi alkotds, mely fogalmanal és konstrukcidjanal fogva a felliletek és hatarok abszo-
|Gt talsalyat jelenti a belterilettel szemben, mert a halmaz az a valésag, ahol még a belteriilet is szin-
tiszta hatarolasokbdl all.)

Mit tudunk tehat egy tetszés szerinti halmazrdl, illetve elemeirdl?

Tudjuk, hogy létminimum-szer(i elemek létminimum-szer( dsszefoglaldsa. A ,,|létminimum-
szer( elemek” kifejezés itt nem akarja azt mondani, hogy az elemeknek ilyen pontszer(i valdsagoknak
kell lennilk, hanem csak azt, hogy a tetszés szerinti bonyolddottsagu és gazdagsagu elemek csak
|[étminimum- és pont-szer( mivoltukban jonnek szamitdsba a halmaz alkotasanal, és egyéb
tetsz6leges gazdagsdguk a halmaz szempontjabdl tisztdra k6z6mbés.

A rendezett, illetve jélrendezett halmazokndl a Iétminimum-szerl elemek 6sszefogdsa mar
nem létminimum-szerd, hanem annadl gazdagabb. A |ét- és struktlra-minimumbdl a strukturaltsag
egy konkrét fokdra emelkedik. Ezt tudjuk a teljesen tetszés szerinti és a valamiképpen mar rendezett
halmazokrol.

Hol meriilnek fel a halmazelmélet megoldhatatlan problémai?

A végtelen halmazok csoportjanal.!

A végtelen halmaz: valddi részével ekvivalens. A végtelen halmaz olyan halmaz, melynek van
olyan része, mely az egésszel egyenértékd. A végtelen halmaz esetében tehat a legegzaktabbnak
ismert tudomdny alapjaindl (annak a tudomanynak az alapjaindl, amely tudomdanynak kincseibdl a
tébbi egzakt tudomdyok a maguk egzaktsdagdt meritik!), minden logika és minden jozan ész
megcsufolasaként azt voltak kénytelenek tapasztalni, hogy a rész egyenértékiinek mutatkozik az
egésszel!

Ezt a felmerilt ellentmondast feloldani akaro kisérletek kozo6tt volt egy, mely ugy latta, hogy a
kérdés megoldasahoz elengedhetetlenil sziikséges a végtelen fogalmanak behatdbb vizsgalata. Ez a
kisérlet arra figyelmeztet benniinket, hogy a ,végtelen” kifejezése tulajdonképpen negdciot fejez ki!
Mi ehhez a kisérlethez csatlakozva azt kérdezziik: minek a negdcidja a ,végtelen” kifejezése? — Es
mivel a szd itt leplezetlenil mutatja sajat tartalmat, rogton adddik a felelet, mihelyt mertiik, illetve
fel tudtuk tenni a kérdést: a ,végtelen” a ,,véges” negacidja!

A ,véges” negacidjal — A sz6 tovabbra is segitségiinkre van, elmondja, hogy a ,véges” fogalma
maga is — tiszta negdcio

Tehat a ,,végtelen” kifejezésének axiomatikus latolgatdsa ezt mutatta: kettds negdcio!

! Szabd Lajos természetesen nem absztrakt algebrai értelemben vett csoportra gondol.
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Kett6s negacid pedig nemcsak a nyelvben, az arisztotelészi és hegeli logikaban, de a matemati-
kdban is poziciét, igenlést jelent. A kettés negdcid igenlést jelent, ha egydltalan jelent valamit, ha a
két negacié nem olyan jelleg(i, hogy egymast tokéletesen feloldja, mert ebben az esetben a szerepe
csak annyi, mint a francia szovégi néma e-nak, az eggyel vald beszorzasnak, vagy a nulla hozzdadasa-
nak. Ennek a tudomasulvételével a végtelen halmaz problémdjat igy fogalmazhatjuk meg: a pozitiv
halmaz valddi részével egyenértékii! igy az ellentmondas tisztan, homaly nélkil tinik el§! Ha viszont
ugy fogalmazunk, hogy a pozitiv halmaznak van pozitiv része, akkor meg nyom nélkiil eltlinik az
ellentmondas.

Ez a nagyobbik baj. Az ellentmondas lathaté volt és most lathatatlanna valt. Mert van egy
homalyos 6nellentmonddssal szemben egy vildgos dnellentmondast kifejezé formuldzdsunk is, ott
viszont a specialis halmazelméleti-matematikai mozzanatat a kérdésnek nyelte el a szélesebben
altaldnos logikai fogalmazasunk. Mégis jé Uton jarunk. Az ellentmondas eltlint a kutatds felszinérél
és visszasullyedt az alapok felé, s ha ott meg tudjuk ragadni, akkor fel is tudjuk oldani.

Ezért vissza kell térniink az elemi, tetszés szerinti halmaz fogalmahoz és Uj irdnybdl kell azt
elemezniink.

Mi jellemzd a halmazra? Az Gssze- és egybefogason belili teljes rendezetlenség. (Vannak ren-
dezett halmazok is, de nem azok a halmazelméletben az alapveték, és minket természetesen csak az
alapvetGek érdekelhetnek.) Az elemi halmaz elemei teljesen kiilonalldak és teljesen rendezetlenek.
Kérdésiink: lehetséges-e illetve miképp lehetséges ez? Lehetséges-e a kiilonalldk teljes rendezetlen-
sége a halmaz keretén belll?

Lehetséges-e a halmaz — az ellentmondé valdsagok vilagan kiviil —, ami megalkotdsanal,
definiciéjanal fogva nem mas, nem lehet tobb, mint egy miniatdir és elszigetelt kdosz?!

Miképp volna lehetséges a lokalizalt kdosz?

A halmaz a rendezett vildg tengerében az abszollt rendezetlenség szigete volna.

Miképp szigetlhet6 el a halmaz miniatlr kdosza a rendezett vilagtdl, amiben a halmaz létezik;
hiszen a halmaz fogalma egyértelmden feltételezi a kivilfekvé vilag rendezettségét, mert e nélkil a
rendezettség nélkiil a halmaz nem volna szigetelhetd, kilon- és egybefoghaté! Ha a rendezetlen
halmaz egy rendezetlen vildgban volna, akkor a halmaz gondolati hatarait is lehetetlen meghuznunk.
Kdosz és mozzanata gondolatilag is szétvalaszthatatlanok egymastél.

Kérdésiink mas hangsullyal: miképp lehetséges a rend abszolut hianya, az abszolut kiilon- és
6nmagaban-lét a vildg barmelyik pontjan, az abszolut 6sszefliggéstelenség?

Vagy: a halmaz valamilyen létez6knek olyan keretszer( 6sszefogdsa, ahol az elemek, |étez6k
rendjérdl és osszefliggésérdl még minimalis formaban sem beszélhetiink. Rend- és dsszefliggésnélkiili
elemek és |étez6k keretszer(i 6sszefogasa.

Megint tovabb kell menniink egy lIépéssel: mit neveziink létez6knek? Mert az ,,elem” kifejezés
a halmazelméletben is a csupasz létnek, a Iétminimumnak, de mindenképpel a Iét-minimumnak is a
valtozata.

Mit neveziink lIétez6nek ebben az értelemben?

Nos, barmely [étminimum-szer(i |étezéshez hozzatartozik a rendezettségnek és 6sszefliggésnek
egy minimuma! Es igy arra a kérdésre, hogy mi a halmaz, az eddigiek alapjan igy felelhetiink: rend és
Osszefliggés minimumaval rendelkez6, illetve rend és 6sszefliggés minimumaval nem rendelkezé
valamik keretszer(i 6sszefoglalasa.

Bizalmunk nem csalt meg benniinket: a ,végtelen” halmaz vizsgalatanal eltlint ellentmondast
kiindulépontjaban sikerdilt felfedezniink. Egy késai, fellleti ellentmondast egy korabbi, alapvetd
ellentmondasra vezettiink vissza.
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Mindezzel természetesen semmit sem kivantunk mondani a halmazelméleti konstrukciok és
kutatasok ellen.
A vilag szakrdlis rendje 6sszeomolna, ha az életiink 6sszes tobbi teriiletein tért nyerd nihilizmus
akarcsak a matematikai alapproblémak korében nem érvényesilhetne.
(1937-38)



